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ABSTRACT 

 

DYNAMIC ANALYSIS OF FLOW IN TWO DIMENSIONAL CHANNEL 

 

ENGİN, Erjona 

M.S., Department of Engineering Sciences 

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Hakan Işık TARMAN 

 

February 2008, 59 pages 

 

The Poiseuille Flow is the flow of a viscous incompressible fluid in a channel between two 

infinite parallel plates. The behaviour of  flow  is properly described by  the well‐known 

Navier‐Stokes  Equations.  The  fact  that Navier‐Stokes  equations  are  partial  differential 

equations makes their solution difficult. They can rarely be solved in closed form. On the 

other hand, numerical  techniques can be applied successfully  to  the well‐posed partial 

differential equations.  

In  the present  study pseudo‐spectral method  is  implemented  to analyze  the Poiseuille 

Flow. The pseudo‐spectral method is a high‐accuracy numerical modelling technique. It is 

an optimum choice for the Poiseuille flow analysis due to the flows simple geometry. The 

method makes use of Fourier Transform and by handling operations in the Fourier space 

reduces  the  difficulty  in  the  solution.  Fewer  terms  are  required  in  a  pseudo‐spectral 

orthogonal expansion to achieve the same accuracy as a lower order method. 
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Karhunen‐Loève  (KL) decomposition  is widely used  in  computational  fluid dynamics  to 

achieve  reduced  storage  requirements  or  construction  of  relatively  low‐dimensional 

models.  In  this  study  the  KL  basis  is  extracted  from  the  flow  field  obtained  from  the 

direct numerical simulation of the Poiseuille flow.    

 

Key words:  2‐D  Poiseuille  flow,  direct  numerical  simulation,  Pseudo‐spectral methods, 

Karhunen‐Loève decomposition 
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ÖZ 

 

İKİ BOYUTLU KANALDA AKIŞIN DİNAMİK ANALİZİ  

 

ENGİN, Erjona 

Yüksek Lisans, Mühendislik Bilimleri Bölümü 

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Hakan Işık TARMAN 

 

Şubat 2008, 59 sayfa 

 
 
Poiseuille Akışı iki sonsuz paralel plaka arasında viskoz sıkıştırılamaz bir akışkanın akışıdır. 

Bu akışın davranışı Navier – Stokes denklemleri  tarafından gösterilebilmektedir. Navier‐

Stokes  denklemerinin  kısmi  diferensiyel  denklem  olmalarından  ötürü  çözümlerini  elde 

etmek zordur. Bu denklemlerin analitik çözümleri  nadiren  elde edilebilmektedir.  Sayısal  

teknikler  denklemlerin çözümünde yardımcı araç olarak kullanılmaktadır. 

Bu  çalışmada,  Poiseuille  Akışı  analiz  etmek  için  Sanki  –  Spektral    Yöntemlerden 

faydalanıImıştır.  Sanki  –  Spektral    Yöntemler  yüksek  oranda  dogruluk  sağlayan  sayısal 

modelleme  yöntemidirler.  Poiseuille  Akışın  basit  geometrisinden  dolayı,  bu  yöntemler 

optimum  bir  seçim  olmaktadır.  Bu  yöntemler  Fourier  Dönuşümünü  kullanmaktadır. 

İşlemlerin  Fourier  uzayında  gerçekleşmeleri  çözümü  kolaylaştırır.  Sanki‐Spektral 

Yöntemlerde  daha  düşük  seviyedeki metodlardan  elde  edilen  doğluluğa  ulaşmak  için 

daha az terim gerekmektedir. 
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Karhunen‐Loeve ayrıştırma yöntemi, hesaplamalı akışkanlar dinamiğinde, veri sıkıştırmak 

ve daha düşük boyutlu model oluşturmak  için kullanılmaktadır. Bu çalışmada, KL tabanı, 

Poiseuille  akışın  direkt  sayısal  simülasyonundan  elde  edilmiştir.  Bu  araçlar  kullanılarak 

Poiseuille akışın laminar akıştan türbülansa geçişi incelenmiştir.  

 

Anahtar Kelimeler: Poiseuille Akışı, Direkt Sayısal Simulasyon, Sanki‐ Spektral Yöntemler, 

Karhunen‐Loeve Ayrışma Yöntemi 
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CHAPTER 1 

INTRODUCTION 

 

Turbulence  is  a  flow  regime  characterized  by  chaotic,  stochastic  property  changes. 

Turbulence  occurs  nearly  everywhere  in  nature.  Turbulence  results  in  increased  drag; 

decreased flow rate; increased noise; enhanced mixing and heat transfer. These may be 

desirable  or  not,  so  in  order  to  be  able  to  predict  and  control,  understanding  is 

important. Due to the nature of turbulence, the means used to understand laminar flow 

cannot be used to understand it. Turbulence is nonlinear, highly unsteady, rotational and 

3D.   All these make  the understanding of the transition  from  laminar  flow to turbulent 

flow crucial. 

Hydrodynamic  stability  theory  is  concerned with  the  response  of  a  laminar  flow  to  a 

disturbance of  small or moderate amplitude.  If  the  flow  returns  to  its original  laminar 

state one defines  the  flow as  stable, whereas  if  the disturbance grows and causes  the 

laminar flow to change  into a different state, one defines the flow as unstable. (Schmid 

and Henningson,  2001).  The  foundations  of  hydrodynamic  stability  are  settled  by  the 

work of Helmholtz, Kelvin, Rayleigh and Reynolds. The  incidence of turbulence was first 

recognized  in  relation  to  flows  through straight pipes and channel:   Hagen – Poiseuille 

flow and Poiseuille plane flow respectively. Reynolds (1880) studied the stability of a flow 

in a pipe by means of experiments and showed that the laminar flow breaks down when 

the dimensionless number Re, which after him is called the Reynolds number, exceeds a 

critical value, and that turbulence quickly ensues. 

This  study  will  focus  on  the  Plane  Channel  Flow.  Plane  channel  flow  is  also  called 

Poiseuille  flow  after  Jean  Leonard  Marie  Poiseuille  (Paris  1797‐1869)  due  to  his 

contribution in the study. The study of flow of liquids in small diameter glass capillaries is 
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one  of  the  Poiseuille  study  topics.  He  considered  the  effects  of  pressure  drop,  tube 

length,  tube  diameter  and  temperature.  Poiseuille  together  with  Hagen  empirically 

established the Hagen‐Poiseuille Law: 

ܳ ൌ
ସܴܲ∆ߨ

ܮߥ8
 

The problem of Poiseuille Flow was solved by Stokes as an application of Navier‐Stokes 

Equations. Plane channel flow is very adequate to study the dynamics of transition of the 

flow from laminar state to turbulent state. It is used to understand the no‐slip boundary 

condition for a viscous flow at a solid boundary (Sutera and Skalak, 1993). This problem 

has been  studied  for  years and  some of  the work  to which  is  referred  in  this  study  is 

given as follows. 

One of  the main steps  in understanding  the stability of viscous  flows was  taken by Orr 

(1907) and Sommerfeld  (1908), who derived  the equation  that now bears  their name. 

The Orr‐Sommerfeld equation arose  from  the  research on  the  stability  to  infinitesimal 

disturbances  in  a  linear  approximation  of  plane  Poiseuille  flow.  The  first  numerical 

solution of the Orr‐Sommerfeld equation was obtained by Thomas (1953) trying to clarify 

the existing controversies concerning the existing asymptotic methods of approximation 

and  confirming  the  instability  of  plane  Poiseuille  flow.  Thomas  (1953)  used  finite 

difference method to approximate the derivatives.  

Lin (1955), Orszag (1971), Drazin and Reid (1982) studied further the equation. A critical 

Reynolds number ܴ݁௖௥ ൌ 5772.22  for ߙ ൌ 1.02056 was obtained by Orszag and Kells 

(1980). However experimental research performed by Carlson et al (1982), Nioshika and 

Ashai  (1985)  and  Alavyoon  et  al  (1986)  have  shown  that  transition  for  turbulence  is 

observed  for Re values as  low as 1000. This  incompatibility expands  the research area. 

Due  to  Squire’s  (1933)  theorem,  to  every  three‐dimensional  perturbation  of  the 

linearized  Navier‐Stokes  equations  for  a  given  Re  and  α,  it  corresponds  a  two 

dimensional perturbance for some ߙ ෥ ൒ כܴ݁ and ߙ ൑ ܴ݁. Squire’s theorem has been one 

of  the main  reasons  of  firstly  focusing  on  the  study  and  understanding  of  the  two‐

dimensional  behaviour.  Some  papers  concerning  finite  amplitude  solutions  of  Plane 
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Poiseuille flow in two and three dimensions that are taken as reference in this study are 

given as follows. 

The  first computational attempt was carried out by Noether  (1921), who  implemented 

Fourier  series  to expand equilibrium wave disturbances. Only one Fourier mode  in  the 

periodic direction  is  considered. Meksyns  and  Stuart  (1951)  solved  simultaneously  the 

Orr‐Sommerfeld  equation  and  a  non‐linear  equation  of  mean  motion,  implementing 

asymptotic expansions,  to  find periodic  solutions of  finite amplitude. The  results were 

ሺߙ, ܴ݁ሻ ؆ ሺ1.20, 2900ሻ and ሺߙ෤, ሻכܴ݁ ؆ ሺ1.12, 5000ሻ. 

Joseph  and  Sattinger  (1972)  expanded  the  flow  ,  periodic  in  time  and  streamwise 

direction, as power  series, and used Runge‐Kutta  integration on  the  resulting  vorticity 

equations,  Joseph  and  Sattinger  (1972)  showed  that  the  only  time‐periodic  solution 

which  bifurcates  from  laminar  Poiseuille  flow  is  a  two  dimensional  wave,  which  is 

unstable  for  the  lowest  Reynolds  and  small  values  of  the  amplitude.  This  instability 

makes  perturbations  of  laminar  flow  snap  through  the  unstable  time‐periodic  flow  to 

solutions of large amplitudes. 

Zahn et al  (1974) constructed a numerical  integrator  in space and  time, using one and 

two Fourier modes  in the streamwise coordinate  in two‐dimensions and  just one mode 

in three‐dimensions. The cross‐stream variable was transformed to  improve accuracy  in 

boundary  layers. The derivatives were approximated by means of  finite differences. An 

implicit scheme is implemented in time discretization. The flow was driven by a constant 

mean pressure gradient. A surface of the energy of disturbances for each pair ሺߙ, ܴ݁ሻ is 

obtained.  An  upper  and  a  lower  branch  of  solutions  were  received.  These  sets  of 

solutions were perturbated  and  followed  in  time.  The  lower branch  resulted unstable 

and the upper one stable for the tested disturbances. 

Herbert  (1976) employed a  spectral method  to approximate  the  vorticity equation  for 

plane Poiseuille flow in two dimensions. He used Galerkin ‐ Fourier with N ≤ 4 modes for 

the  stream  variable  and  Chebyshev  and  collocation‐Chebyshev with  K  ≤  64 modes.  In 

order to obtain a finite system of algebraic equations, the solution was imposed to be a 
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periodic secondary flow with even or odd Fourier harmonics according to the parity of its 

order.  The  flow was  driven  by  a  constant mean  pressure  gradient. Neutral  surface  of 

periodic  flow and  the minimum value of ܴ݁ were  found  for  the discretization. Fourier 

series resulted slowly convergent. Jimenez (1990) simplified full numerical simulation of 

spatially  periodic  channel  with  large  longitudinal  aspect  ratios.  Computations  were 

performed using 41×85 Fourier‐Chebyshev modes.  

Casas  and  Jorba  (2004)  by  means  of  a  numerical  integrator  of  the  Navier‐Stokes 

equations let the fluid evolve from an initially perturbed unstable solution until the fluid 

reaches  an  attracting  state.  The  flow was  driven  either  by  a  constant mean  pressure 

gradient or by a constant flux. Different flow families were obtained. 
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CHAPTER 2 

POISEUILLE FLOW 

2.1 Definition 

Poiseuille Flow  is  the  flow of a viscous  incompressible  fluid  in a  channel between  two 

infinite parallel plates. In this study, 2D Poiseuille Flow is considered. The flow behaviour 

is  considered  to  be  properly  described  by  the  Navier  –  Stokes  Equations  and 

incompressibility condition.  

Navier  –  Stokes  Equations  are  named  after  Claude  Louis  Navier  and  George  Gabriel 

Stokes.  The  fluid  studied  is  assumed  to  be  a  continuum,  in  other words,  there  is  no 

abrupt change in its properties. The Navier – Stokes Equations are differential equations. 

They establish relations among the rate of changes of properties. They are established by 

combining  the  fluid  kinematics  and  constitutive  relation  into  the  fluid  equation  of 

motion. These equations are extensions of the Euler Equations and include the effect of 

the  viscosity  in  the  flow.  Navier  –  Stokes  Equations  are  used  to  understand  both 

compressible and  incompressible fluid. So,  in our case the  incompressibility condition  is 

applied, 

׏ · ࢛ ൌ 0 

ߩ ൬
߲࢛
ݐ߲

൅ ࢛ · ൰࢛׏ ൅ ࡼ׏ ൌ ݇݁௫ ൅    .ଶ࢛ߘߤ

Here, ׏ · ࢛ is the incompressibility condition, the term ߩ ቀడ࢛
డ௧

൅ ࢛ ·  ,ቁ describes inertia࢛׏

డ࢛
డ௧
  is  the unsteady acceleration  term and ࢛ ·  ࢛׏ the convective acceleration  term. The 
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convective terms are nonlinear for  incompressible Newtonian flow. On the other hand, 

  .ଶ࢛ represents the viscous termߘߤ  represents the pressure gradient and ࡼ׏

The flow geometry is mathematically defined as: 

ݔ א ܴ; ݕ  א ሾെ݄, ݄ሿ; ݐ  ൐ 0 

where   ݔ (or ݔଵ)  the  streamwise  variable  and   ݕ (or ݔଶ)  is  the  wall‐normal  variable. 

Similarly,  ሺݑ, ሻݒ ൌ ሺݑଵ,  ଶሻݑ denotes  the  streamwise  and  wall‐normal  velocity 

components, respectively. Non‐slip boundary condition applies because of the finite fluid 

viscosity μ, 

࢛ሺݔ, െ݄, ሻݐ ൌ ࢛ሺݔ, ݄, ሻݐ ൌ 0. 

Artificial boundaries are considered in the stream direction ݔ. Let L be fixed period, then 

࢛ሺݔ, ,ݕ ሻݐ ൌ ࢛ሺݔ ൅ ,ܮ ,ݕ  .ሻݐ

There  exist  two  different  approaches  in  defining  the  driving  force  of  the  flow,  either 

pressure gradient or flux. In this study, the flow is considered to be driven by a uniform 

pressure gradient ݇ in x – direction. 

Fluid flow is assumed to be composed of mean flow and the fluctuations from the mean 

as 

࢛ ൌ ۄ௜ݑۃ ൅ ࢛ᇱ                                                           ሺ2.1ሻ 

where ൏ ௜ݑ ൐  defines the mean flow and ࢛ᇱ defines the deviation from the mean flow. 

The mean flow ݑۃ௜ۄ ൌ ܷሺݕሻߜ௜ଵ, is given by 

ۄ௜ݑۃ ؠ lim
்՜ஶ

1
ܶ

න ,௜ሺ࢞ݑ tሻ݀ݐ ؠ
்/ଶ

ି்/ଶ
lim
௅՜ஶ

1
ܶ

න ,௜ሺ࢞ݑ tሻ݀ݔ
୐

଴
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where ܮ denotes the length of the channel. The last equivalence is a result of ergodicity 

assumption according to which, for sufficiently large ܶ and ܮ time averaging is equivalent 

to length averaging. 

Substituting 2.1 into the NS equations, the fluctuation terms satisfies the following: 

ߩ ቊ
߲࢛ᇱ

ݐ߲
൅ ࢛Ԣ · Ԣቋ࢛׏ ൅

ᇱ݌߲

௜ݔ߲
ൌ െߩ ቊܷ

߲࢛ᇱ

ݔ߲
൅ ݁௫ ቆ࢛ᇱ ߲ܷ

ݕ߲
െ

߲࢛ᇱ

ݕ߲
ቇቋ ൅  ଶ࢛׏ߤ

and the mean flow satisfies 

݇ ൌ െ
߲

ݕ߲
൜ߤ

߲ܷ
ݕ߲

െ  ൠ                                             ሺ2.2ሻۄᇱݒᇱݑۃߩ

The uniform pressure gradient ݇  is balanced by  the Reynolds stress ሺ ݑۃߩᇱݒᇱۄሻ and  the 

shear  stress  due  to  mean  flow ቀߤ డ௎
డ௬

ቁ.  The  fluctuating  component  is  driven  by  the 

interactions with  the mean  flow and  the mean  flow  is driven by  the  constant uniform 

pressure gradient ݇. Integrating twice the equation of the mean 

ܷሺݕሻ ൌ
1
ߥ

න ݕ݀ۄᇱݒᇱݑۃ ൅
௬

ି௛

݄݇
ߤ

ቆ
݄ଶ െ ଶݕ

2݄
ቇ  

in the case of laminar flow 

1
ߥ

න ݕ݀ۄᇱݒᇱݑۃ ൌ 0
௬

ି௛
 

gives 

ܷሺݕሻ ൌ
݄݇
ߤ

ቆ
݄ଶ െ ଶݕ

2݄
ቇ                                                 ሺ2.3ሻ  

Equation 2.3 gives the parabolic velocity profile.  
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The wall skin friction is: 

߬ ൌ ߤ
߲ܷ
ݕ߲

ฬ
௬ୀି௛

ൌ ݄݇. 

Removing the primes, from now on, ࢛ defines the fluctuation velocities. 

The friction velocity is defined as: 

ఛݑ ൌ ඥ߬ ⁄ߩ ൌ ඥ݄݇ ⁄ߩ . 

A wall length scale can be defined as: 

݈ఛ ൌ
ߥ

ఛݑ
· 

where  ݈ఛ  and   ఛݑ are micro  scales  associated with  the  boundary  region, whereas  the 

channel half height ݄, centreline velocity ݑ஼௅ ൌ ܷሺ݄ሻ, are macro scales associated with 

the core region.  

Bulk velocity, 

௕ݑ ൌ
1

2݄
න ܷሺݕሻ݀ݕ

௛

ି௛
 

is another macro scale for velocity. 

Performing normalization by implementing ݑఛ as scale for velocity, ݄ for length, ݄/ݑఛ for 

time 

࢛
ఛݑ

՜ ; כ࢛  
࢞
݄

՜ ; כ࢞  
ݐ

݄ ⁄ఛݑ ՜ ; כݐ  
ߩ

ఛݑ ߩ
ଶ ՜  .כܲ
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The normalized NS equations will be 

׏ · כ࢛ ൌ 0 

כ࢛߲

ݐ߲
൅ כ࢛ · כ࢛׏ ൅ ࡼ׏ ൌ ௫ࢋ ൅

1
ܴ݁

 כଶ࢛׏

where the Reynolds number is: 

ܴ݁ ൌ
ఛ݄ݑ

ߥ
ൌ

݄
݈ఛ
 

Normalization  is possible also using ݈ఛ for the  length scale. The resulting units after this 

normalization are called wall units. This normalization is given by: 

࢛
ఛݑ

՜ ࢛ା ; 
࢞
݄

՜ ࢞ା ; 
ݐ

݄ ⁄ఛݑ ՜  .ାݐ

The conversion between friction and wall units: 

࢟ା ൌ
y
݈ఛ

ൌ
ܴ݁ݕ

݄
ൌ  ,ܴ݁כݕ

ାݐ ൌ  .ܴ݁כݐ

The wall units measure smaller scales  in the near wall region and commonly called the 

micro units. The friction units are sometimes referred to as macro units. The next section 

gives somewhat more detailed information about the normalization.  
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2.2 Scales and normalizations 

In  this  section,  further  details  about  the  normalizing  units  used  and  the  resulting 

normalized equations are explained. 

Integrating the equation 2.2 once yields: 

െ
ݕ݇
ߩ

ൌ െݑۃᇱݒᇱۄ ൅ ν
ܷ݀
ݕ݀

െ ఛݑ
ଶ                                                ሺ2.5ሻ 

where   ఛ theݑ friction  velocity  as  is  mentioned  in  the  previous  section.  Substituting 

ඥ݄݇ ⁄ߩ   for ݑఛ in equation 2.5, we get: 

ఛݑ
ଶ ቀ1 െ

ݕ
݄

ቁ ൌ െݑۃᇱݒᇱۄ ൅ ν
ܷ݀
ݕ݀

                                             ሺ2.6ሻ 

If ݑఛ and ݄ are utilized to normalize the equation the result is the following expression: 

1 െ
ݕ
݄

ൌ െ
ۄᇱݒᇱݑۃ

ఛݑ
ଶ ൅

ν
ఛ݄ݑ

݀ሺܷ ⁄ఛݑ ሻ
݀ሺݕ/݄ሻ

                                        ሺ2.7aሻ 

Applying the normalized frictional units yields, 

1 െ כݕ ൌ െ
ۄᇱݒᇱݑۃ

ఛݑ
ଶ ൅

1
ܴ݁

כݑ݀

כݕ݀                                             ሺ2.7ܾሻ 

For  large  values  of  the  friction  Reynolds  number ሺܴ݁ ൌ  ,ఛ݄/νሻݑ the  viscous  stress  is 

suppressed  by  this  normalized  form.  The  stress  at  the  wall  is  predominated  by  the 

viscosity. As  a  result,  this  normalization  cannot  be  valid  near  the wall  as  ܴ݁ ՜ ∞.  In 

order  to  solve  this problem,  the  second unit  system  (wall units) was presented  in  the 

preceding section. 



 

11 
 

Another normalized  form  is  required  in  the  immediate  vicinity of  the wall  in order  to 

handle the problem of vanishing viscosity due to large values of ܴ݁. This can be achieved 

by  simply  absorbing  the  friction  Reynolds  number  in  the  length  scale.  With  thus 

modification 2.6 becomes, 

1 െ
ݕ
݄

ൌ െ
ۄᇱݒᇱݑۃ

ఛݑ
ଶ ൅

݀ሺܷ ⁄ఛݑ ሻ
݀ሺݑݕఛ/νሻ

                                           ሺ2.8aሻ 

Employing the normalized wall units yields, 

1 െ
ݕ

ܴ݁

ା
ൌ െ

ۄᇱݒᇱݑۃ
ఛݑ

ଶ ൅
ାݑ݀

ାݕ݀                                                 ሺ2.8ܾሻ 

The  form  stated  in  2.8b  tends  to  suppress  the  change  of  stress  in  the  y‐direction 

as ܴ݁ ՜ ∞. 

Let  us  reconsider  2.7b  and  2.8b  as ܴ݁ ՜ ∞.  Provided  that   ,remains  ࣩሺ1ሻ כݕ 2.7b 

reduces to  

1 െ כݕ ൌ െ
ۄᇱݒᇱݑۃ

ఛݑ
ଶ                                                       ሺ2.9ሻ 

This equation cannot be valid as כݕ ՜ 0, which corresponds  to  finite values of ݕା  (i.e. 

the vicinity of the wall). The part of the flow where 2.9 holds,  is called the core region. 

2.8b can be written as, ݕା being ࣩሺ1ሻ, 

1 ൌ െ
ۄᇱݒᇱݑۃ

ఛݑ
ଶ ൅

ାݑ݀

ାݕ݀                                                ሺ2.10ሻ 

The above equation  is not valid as כݕ ՜ ∞  (the core  region). The  region of validity  for 

2.10 is called as the surface layer.  

The  two  layer  description  (surface  layer  –  core  region)  presented  above  requires  a 

matching  region. This matching  should be done  in a  region  characterized by  the  limits 
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ାݕ ՜ ∞ and כݕ ՜ 0. This can be achieved by a process known as asymptotic matching 

(Tennekes  and  Lumley, 1972). This overlap  region of  approximately  constant Reynolds 

stress. The viscous stress on the other hand is very small compared to Reynolds stress in 

this region. Due to this  lack of  local viscous effects, this overlap region  is called  inertial 

sublayer. Since the stress at the surface  is purely viscous  in nature, as one moves down 

the inertial sublayer towards the wall there should be a region in which viscous stresses 

dominate over  Reynolds  stresses (this is also suggested by experimental evidence). This 

region is called the viscous sublayer and extends up to about ݕା ൌ 5. The region where 

the viscous and inertial sublayers merge is called the buffer layer. In this region neither of 

the  two  stress  components  can  be  ignored.  This  layer  is  also  the  site  for maximum 

turbulent energy production, which occurs approximately at ݕା ൌ 12. 

2.3 Linear Stability 

We consider the linearized form of the governing equations for the fluctuations from the 

mean (eq.2.1), 

ݑ߲
ݐ߲

൅ ܷ
ݑ߲
ݔ߲

൅ ᇱܷݒ ൌ െ
݌߲
ݔ߲

൅
1
ܴ

 ݑଶ׏

ݒ߲
ݐ߲

൅ ܷ
ݑ߲
ݔ߲

            ൌ െ
݌߲
ݔ߲

൅
1
ܴ

 ሺ2.11ሻ                                      ݒଶ׏

where  the  primes  on  the  fluctuating  components  are  dropped  and  now  a  prime  (ܷԢ) 

denotes a y‐derivative. Here, we  followed  the convention and used a scaling based on 

the centerline velocity ݑ஼௅, thus ܴ ൌ ܷ஼௅݄/ߥ. This set of equations  is completed by the 

continuity equation 

ݑ߲
ݔ߲

൅
ݒ߲
ݔ߲

ൌ 0.                                                             ሺ2.12ሻ 
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Taking  the  divergence  of  the  linearized  momentum  equations  (2.11)  and  using  the 

continuity equation (2.12) yields an equation for the fluctuations pressure: 

݌ଶ׏ ൌ െ2ܷԢ
ݒ߲
ݔ߲

·
 

This equation may be used with the second equation in (2.11) to eliminate ݌, resulting in 

an equation for the wall‐normal velocity , ݒ: 

൤൬
߲
ݐ߲

൅ ܷ
߲

ݔ߲
൰ ଶ׏ െ ܷԢԢ

߲
ݔ߲

െ
1
ܴ

ସ ൨׏  ݒ ൌ 0.                       ሺ2.13ሻ 

The equation (2.13) is considered with the boundary conditions 

ݒ ൌ ᇱݒ ൌ 0 

at the walls. 

Next, we introduce wavelike solutions of the form 

,ݔሺݒ ,ݕ ሻݐ ൌ ሻ݁௜ሺఈ௫ିఠ௧ሻݕොሺݒ
 

where   denotes ߙ the  streamwise  wave  number  and  ߱  stands  for  the  frequency. 

Introducing this representation into (2.13) results in the following equation for ݒො 

൤ሺെ݅߱ ൅ ଶܦሻሺܷߙ݅ െ ଶሻߙ െ ᇱᇱܷߙ݅ െ
1
ܴ

ሺܦଶ െ ଶሻଶ൨ߙ ොݒ ൌ 0              ሺ2.14ሻ
 

with  the  boundary  conditions  ොݒ ൌ ොݒܦ ൌ 0  at  the  walls.  Here   ܦ stands  for  the 

differentiation operator  in  the normal  y‐direction. This  is  the  classical Orr‐Sommerfeld 

equation  [Drazin  and  Reid  1982,  Schmid  and  Henningson  2001].  The  frequency  ߱ 

appears  as  the  eigenvalue  in  the  Orr‐Sommerfeld  equation,  and  together  with  the 

associated eigenfunctions ݒො is generally complex. The spatial wave number ߙ is assumed 

real.  The  critical  Reynolds  number  is  computed  by  Orszag  to  give  ܴ௖ ൌ 5772.22 
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corresponding  to  the  wave  number  ߙ ൌ 1.02055.  This  implies  that  for  supercritical 

ܴ ሺܴ ൐ ܴ௖ሻ,  the  flow  is  unstable  to  infinitesimal  disturbances  having  the  streamwise 

wave  number  ߙ ൌ 1.02055,  while  for  subcritical  ܴ ሺܴ ൏ ܴ௖ሻ,  the  flow  is  stable  to 

infinitesimal disturbances (linearly stable).  

It  can  be  shown  that  the  conventional  Reynolds  number  (ܴ)  based  on  the  centerline 

velocity ݑ஼௅, ܴ ൌ  and the Reynolds number (ܴ݁) based on the friction velocity ,ߥ/஼௅݄ݑ
ܴ݁ ,ఛݑ ൌ  are related through ,ߥ/ఛ݄ݑ

ܴ ൌ
1
2

ܴ݁ଶ                                                                  ሺ2.15ሻ
 

in the regime of Poiseuille flow. Thus, ܴ݁௖ ൌ √2 ൈ 5772.22 ൌ 107.4451. 
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CHAPTER 3 

DISCRETIZATION AND NUMERICAL SCHEME 

Pseudo spectral methods are used to develop the numerical scheme implemented in the 

FORTRAN code. Pseudo spectral methods are chosen due to their high accuracy and fast 

convergence. 

Reconsidering our equations in normalized form: 

׏ · ࢛ ൌ 0 

߲࢛
ݐ߲

൅ ࢛ · ࢛׏ ൌ െ׏ሬሬറܲ ൅ ࢞ࢋ  ൅
1

ܴ݁
 .ଶ࢛׏

Recall ω ൌ ׏ ൈ u and ݑ · ݑ׏ ൌ ݑሺ׏ · 2ሻ/ݑ െ ݑ ൈ ߱. So, 

࢛׏ ൌ 0 

߲࢛
ݐ߲

ൌ ࢛ ൈ ࣓ െ મ׏ ൅ ࢞ࢋ  ൅
1

ܴ݁
 ଶ࢛׏

where ׏મ ൌ p ൅ ࢛ · ࢛/2 is the dimensionless stagnation pressure (Guessous, 2003). 

The boundary conditions are: 

ݑ ൌ ݒ ൌ 0 at  y ൌ േ1 
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3.1 Temporal Discretization 

An  implicit  scheme  is  implemented  in  time  integration.  The  non‐linear  terms  are 

considered  explicitly  using  Adams  –  Bashforth  method.  The  pressure  terms  are 

discretized using an  implicit Crank – Nicolson scheme. Both of  the schemes are second 

order accurate in time. The resulting discretized equations are: 

    ׏      · ࢛୬ାଵ ൌ 0                                                                         

࢛୬ାଵ െ ࢛୬

ݐ∆
ൌ

3
2

ሺ࢛ ൈ ࣓ ൅ ୶ሻ୬܍ െ
1
2

ሺ࢛ ൈ ࣓ ൅ ୶ሻ୬ିଵ܍ െ
1
2

ሺΠ୬ାଵ׏ ൅ Π୬ሻ   

൅
1

ܴ݁
1
2

ଶሺ ࢛୬ାଵ׏  ൅ ࢛୬ሻ.  

They can be rearranged as: 

׏ · ࢛୬ାଵ ൌ 0                                                                        ሺ3.1ሻ 

൬
1

ܴ݁
ଶ׏ െ

2
ݐ∆

൰ ࢛௡ାଵ ൌ Π୬ାଵ׏ ൅  ୬                                      ሺ3.2ሻ܏

where 

୬܏ ൌ െ3 ሺ࢛ ൈ ࣓ ൅ ሻ ௡࢞ࢋ ൅  ሺ࢛ ൈ ࣓ ൅ ሻ ௡ିଵ࢞ࢋ ൅ Π୬׏ െ ൬
1

ܴ݁
ଶ׏ െ

2
ݐ∆

൰ ࢛௡ 

 

and ∆ݐ is the time step size. 

The boundary conditions are ࢛୬ାଵ ൌ 0 at  ࢟ ൌ േ1 . 
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3.2 Spatial Discretization 

In the definition of the problem, the flow geometry extends to infinity in the x‐direction. 

In order  to model  the  infinity  in  the   ݔ ‐ direction,  periodicity  is  introduced.  That was 

shown previously in the boundary conditions as 

࢛ሺݔ, ,ݕ ሻݐ ൌ ࢛ሺݔ ൅ ,ܮ ,ݕ  .ሻݐ

The result represents one spatial period of an infinite periodic pattern.  

Assume that the flow takes place in the region of aspect ratio ݏ௫/2 ൈ 1, where 

0 ൑ ݔ ൑
ܮ
݄

ൌ ;  ௫ݏ     െ1 ൑ ݕ ൑ 1 

ߦ direction. Let ‐ ݔ is the dimensional length in ܮ ൌ  ௫  be its wave number. Periodicݏ/ߨ2

boundary conditions are applied in the ݔ ‐ direction with period ݏ௫ ൌ    ߦ/ߨ2

࢛ ൬ݔ ൅
݉ߨ2

ߦ
, ,ݕ ൰ݐ ൌ ࢛ሺݔ, ,ݕ ݉          ሻݐ א ܼା. 

The  spatial  discretization  was  accomplished  using  pseudo‐spectral  representations 

suggested by Orszag and Kells (1980) and Schumack et al (1991). Fourier series expansion 

of the dependent flow variables is used in the x‐direction. 

ቈ
ݑ
ݒ
Π

቉ ሺݔ, ,ݕ ሻݐ ൌ ෍ ൥
ොݑ
ොݒ
P෡

൩
|௠|ழெ

ଶ

ሺ݉, ,ݕ ሻݐ ൈ  ሿݔ ௠ߦ ሾ݅݌ݔ݁

where the hats denote Fourier coefficients. The term ߦ௠ ൌ  ߦ݉ is the streamwise wave 

number and ݉ is the integer in the specified range.  
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The collocation points used in the x‐direction are: 

௜ݔ ൌ
݅ߨ2
ܯߦ

  ;   0 ൑ ݅ ൑  .ܯ

In  the   ݕ –  direction  rescaled  Legendre  Lagrangian  interpolant  expansion  is  used  for 

velocity and conventional Legendre polynomial expansion with order two  less than that 

used for velocity is used for pressure (Schumack et al, 1991). 

The  lower order expansion  for pressure eliminates  the need  to use a staggered grid  in 

the solution and the problem of pressure boundary conditions  that arise when Poisson 

equation is used to solve pressure. So, 

࢛ሺ݉, ,ݕ ሻݐ ൌ ෍ ഥ࢛ሺ݉, ݆, ሻݐ ത݄௝ሺݕሻ
ே

௝ୀ଴

ؠ ෍ ഥ࢛௝ ௝݄ሺݕሻ
ே

௝ୀ଴

 

,ሺ݉ࡼ ,ݕ ሻݐ ൌ ෍ തܲሺ݉, ݆, ሻݕ௝ିଵሺܮሻݐ
ேିଵ

௝ୀଵ

ؠ ෍ തܲ௝ܮ௝ିଵሺݕሻ
ேିଵ

௝ୀଵ

 

where ܮ௝ሺݕሻ  is the Legendre polynomial and  ത݄௝ሺݕሻ  is the rescaled Legendre Lagrangian 

polynomial of order j. 

At the grid points, the rescaled Lagrangian interpolants satisfy: 

ത݄௝ሺݕ௜ሻ ൌ
1

ඥ ௝߱
௜௝ߜ  

where ߜ௜௝   is  the usual Kronecker’s Delta  function. The value of  ഥ࢛ሺ݉, ݆,  ሻ computed byݐ

the numerical code is the rescaled value.  
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The Fourier coefficients at ݕ௜  will be: 

ෝ࢛ሺ݉, ,௜ݕ ሻݐ ൌ ,തሺ݉ݑ ,௜ݕ ሻݐ ത݄௜ሺݕ௜ሻ ൌ
ഥ࢛ሺ݉, ,௜ݕ ሻݐ

ඥ߱௜
 . 

The  pressure  coefficients  തܲሺ݉, ݆,  ሻݐ are  the  spectral  coefficients  of  the  Legendre 

polynomial of order j. 

In order  to convert  the  fields between  the physical and Fourier Space  representations, 

Fast  Fourier  Transformation  (FFT)  is  typically  used  in  pseudo‐spectral methods.  Non‐

linear terms involve difficult and time consuming convolution sums in spectral space. So, 

it is preferred performing the computation of nonlinear terms in physical space through 

simple multiplication at the grid points. 

Horizontal derivatives are easily computed  in  the Fourier Space. The derivative of ݁௜௞௫ 

is  ݅݇݁௜௞௫. Except the non linear terms, Fourier representation is used for all the rest. 

3.3 Numerical Scheme 

The numerical scheme implemented in this study is based on the work of Patera (1984), 

Schumack (1991) and Guessous (2003). The algorithm makes use of the variational form 

of the governing equations. The modification of the “spectral method” (Patera, 1984)  is 

applied  in  order  to  obtain  a  divergence  free  flow.  This  resolves  the  need  of  artificial 

pressure boundary conditions. 

Let us consider the governing equations in terms of Fourier Coefficients 

uො௡ାଵߦ݅ ൅
߲vො௡ାଵ

ݕ߲
ൌ 0                                                    ሺ3.3ሻ 

ቈ
1

ܴ݁
ቆ

߲ଶ

ଶݕ߲ െ ଶቇߦ െ
2

Δݐ
቉ uො௡ାଵ ൌ ߦ݅ ෠ܲ௡ାଵ ൅ ො݃ଵ

௡                         ሺ3.4ሻ 
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ቈ
1

ܴ݁
ቆ

߲ଶ

ଶݕ߲ െ ଶቇߦ െ
2

Δݐ
቉ vො௡ାଵ ൌ

߲ ෠ܲ௡ାଵ

ݕ߲
൅ ො݃ଶ

௡                          ሺ3.5ሻ 

In order  to discretize  the problem a variational  formulation  is used. The  inner product 

between the above equations in the y‐direction and the same test function is taken. 

These test functions are: 

ሻݕ௜ሺݓ ൌ ത݄௜ሺݕሻ  , ݅ ൌ 1, … , ܰ െ 1 

ሻݕ௜ሺݍ ൌ ,  ሻݕ௜ିଵሺܮ ݅ ൌ 1, … , ܰ െ 1. 

For 0 ൏ ݅ ൏ ௜ݓ ,ܰ  ensures that the test functions of the governing equations satisfy the 

Dirichlet Boundary Condition of the problem, 

௜ሺേ1ሻݓ ൌ ത݄௜ሺേ1ሻ ൌ 0. 

The equations become 

න ሻݕ௜ሺݍ ቈ݅ߦuො௡ାଵ ൅
߲vො௡ାଵ

ݕ߲
቉

ଵ

ିଵ

ݕ݀ ൌ 0                                ሺ3.6ሻ 

න ሻݕ௜ሺݓ ቈ
1

ܴ݁
ቆ

߲ଶ

ଶݕ߲ െ ଶቇߦ െ
2

Δݐ
቉

ଵ

ିଵ

uො௡ାଵ݀ݕ ൌ න ሻݕ௜ሺݓߦ݅ ෠ܲ௡ାଵ݀ݕ
ଵ

ିଵ

൅ න ሻݕ௜ሺݓ ො݃ଵ
௡݀ݕ

ଵ

ିଵ

  

ሺ3.7ሻ 

න ሻݕ௜ሺݓ ቈ
1

ܴ݁
ቆ

߲ଶ

ଶݕ߲ െ ଶቇߦ െ
2

Δݐ
቉

ଵ

ିଵ

vො௡ାଵ݀ݕ ൌ න ሻݕ௜ሺݓ
߲ ෠ܲ௡ାଵ

ݕ߲
ݕ݀

ଵ

ିଵ

൅ න ሻݕ௜ሺݓ ො݃ଶ
௡݀ݕ

ଵ

ିଵ

 

ሺ3.8ሻ 
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Integration by part is performed for the 
డమ

డ௬మ  and  
డ௉෠೙శభ

డ௬
  terms 

න ௜ݓ
߲ଶuො௡ାଵ

ଶݕ߲

ଵ

ିଵ

ݕ݀ ൌ ቈݓ௜
߲uො௡ାଵ

ݕ߲
቉ቤ

ିଵ

ଵ

െ න
௜ݓ݀

ݕ݀
߲uො௡ାଵ

ݕ߲
ݕ݀ 

ଵ

ିଵ

 

  ௜ݓ
డ୳ෝ೙శభ

డ௬
ቚ

ିଵ

ଵ
ൌ 0 ՜ from Dirichlet Boundary Conditions 

ฺ න ௜ݓ
߲ଶuො௡ାଵ

ଶݕ߲

ଵ

ିଵ

ݕ݀ ൌ െ න
௜ݓ݀

ݕ݀
߲uො௡ାଵ

ݕ߲
.ݕ݀ 

ଵ

ିଵ

 

The pressure terms: 

න ௜ݓ
߲ ෠ܲ௡ାଵ

ݕ߲
ݕ݀ ൌ

ଵ

ିଵ

ݓൣ ෠ܲ௡ାଵ൧หିଵ
ଵ െ න

௜ݓ݀

ݕ݀
෠ܲ௡ାଵ ݀ݕ

ଵ

ିଵ

 

    ݓൣ ෠ܲ௡ାଵ൧หିଵ
ଵ ൌ 0  ื from Dirichlet Boundary Conditions 

ฺ න ௜ݓ
߲ ෠ܲ௡ାଵ

ݕ߲

ଵ

ିଵ

ݕ݀ ൌ െ න
௜ݓ݀

ݕ݀
෠ܲ௡ାଵ ݀ݕ

ଵ

ିଵ

. 

Substituting into the governing equations:   

න ሻݕ௜ሺݍ ቈ݅ߦuො௡ାଵ ൅
߲vො௡ାଵ

ݕ߲
቉

ଵ

ିଵ

ݕ݀ ൌ 0                                                ሺ3.9ሻ 

න
1

ܴ݁
௜ݓ݀

ݕ݀
߲uො௡ାଵ

ݕ߲
ݕ݀ െ ቆ

ଶߦ

ܴ݁
൅

2
Δݐ

ቇ
ଵ

ିଵ

න ௜ݓ
߲uො௡ାଵ

ݕ߲
ݕ݀ 

ଵ

ିଵ

ൌ ߦ݅ න ௜ݓ ෠ܲ௡ାଵ݀ݕ
ଵ

ିଵ

൅ න ௜ݓ ො݃ଵ
௡݀ݕ

ଵ

ିଵ

                                                             ሺ3.10ሻ 
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න
1

ܴ݁
௜ݓ݀

ݕ݀
߲vො௡ାଵ

ݕ߲
ݕ݀ െ ቆ

ଶߦ

ܴ݁
൅

2
Δݐ

ቇ
ଵ

ିଵ

න ௜ݓ
߲vො௡ାଵ

ݕ߲
ݕ݀ 

ଵ

ିଵ

ൌ െ න
௜ݓ݀

ݕ݀
෠ܲ௡ାଵ݀ݕ

ଵ

ିଵ

൅ න ௜ݓ ො݃ଶ
௡݀ݕ

ଵ

ିଵ

                                                      ሺ3.11ሻ 

Using the Einstein Summation notation  

௡ାଵܝ ൌ ෍ ഥ௝ܝ
௡ାଵ ത݄௝

ே

௝ୀ଴

ൌ ഥ௝ܝ
௡ାଵ ത݄௝ 

ܲ௡ାଵ ൌ ෍ തܲ௝௡ାଵܮത௝ିଵ

ேିଵ

௝ୀଵ

ൌ തܲ௝௡ାଵܮത௝ିଵ 

with  the  boundary  condition ܝഥ଴ ൌ ഥேܝ ൌ 0,  for  every  test  function  ௜ݓ   and  ௜ݍ   where 

1 ൑ ݅ ൑ ܰ െ 1, equations 3.9, 3.10 and 3.11 will be 

න ߦ௜ିଵൣ݅ܮ ത݄௝uത௝
௡ାଵ ൅ ത݄௝

ᇱvො௡ାଵ൧ ݀ݕ
ଵ

ିଵ

ൌ 0                                           ሺ3.12ሻ 

െ
1

ܴ݁
න ത݄௜

ᇱ ത݄௝
ᇱuത௝

௡ାଵ݀ݕ െ ቆ
ଶߦ

ܴ݁
൅

2
Δݐ

ቇ
ଵ

ିଵ

න ത݄௜ ത݄௝uത௝
௡ାଵ ݀ݕ

ଵ

ିଵ

ൌ ߦ݅ න ത݄௜ܮത௝ିଵ തܲ௝௡ାଵ݀ݕ
ଵ

ିଵ

൅ න ത݄௜ ത݄௝ ҧ݃ଵ௝
௡ ሺ3.13ሻ                                              ݕ݀

ଵ

ିଵ

 

െ
1

ܴ݁
න ത݄௜

ᇱ ത݄௝
ᇱvത௝

௡ାଵ݀ݕ െ ቆ
ଶߦ

ܴ݁
൅

2
Δݐ

ቇ
ଵ

ିଵ

න ത݄௜ ത݄௝vത௝
௡ାଵ ݀ݕ

ଵ

ିଵ

ൌ െ න ത݄௜ܮത௝ିଵ തܲ௝௡ାଵ݀ݕ
ଵ

ିଵ

൅ න ത݄௜ ത݄௝ ҧ݃ଶ௝
௡ ሺ3.14ሻ                                            ݕ݀

ଵ

ିଵ

 

where the primes denotes derivative with respect to ݕ. 
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The  integrals  are  evaluated  making  use  of  the  Gauss‐Lobato  Quadrature  with  the 

weighting functions 

௝ݓ ൌ
2

ܰሺ ܰ ൅ 1ሻൣܮே൫ݕ௝൯൧ଶ · 

Recall that   ത݄௝ሺݕ௜ሻ ൌ  :௝. The integrals becomeݓ௜௝/ඥߜ

න ത݄௜ ത݄௝ ݀ݕ ൌ ෍ ௣ݓ ത݄௜൫ݕ௣൯ത݄௝൫ݕ௣൯ ൌ ௜௝ߜ ൌ ௜௝                         ሺ3.15ሻܤ
ே

௣ୀ଴

ଵ

ିଵ

 

න ത݄௜
ᇱ ത݄௝

ᇱ ݀ݕ ൌ ෍ ௣ݓ ത݄௜
ᇱ൫ݕ௣൯ത݄௝

ᇱ൫ݕ௣൯ ൌ ௜௝ܣ

ே

௣ୀ଴

ଵ

ିଵ

                              ሺ3.16ሻ 

න ത݄௜ܮത௝ିଵ ݀ݕ ൌ ෍ ௣ݓ ത݄௜൫ݕ௣൯ܮത௝ିଵ൫ݕ௣൯ ൌ ඥݓ௝ܮ௝ିଵሺݕ௜ሻ ൌ ௜௝            ሺ3.17ሻܦ
ே

௣ୀ଴

ଵ

ିଵ

 

න ത݄௜
ᇱܮ௝ିଵ ݀ݕ ൌ ෍ ௣ݓ ത݄௜

ᇱ൫ݕ௣൯ܮ௝ିଵ൫ݕ௣൯ ൌ ࣞ௜௝

ே

௣ୀ଴

ଵ

ିଵ

                        ሺ3.18ሻ 

Note that the Einstein Summation Convention does not apply in the above equations. 

In order to obtain the derivatives of the rescaled Lagrangian interpolants, the derivatives 

for standard Legendre Lagrangian interpolants (Gottlieb et al, 1979) are modified. 

ത݄௝
ᇱ൫ݕ௝൯ ൌ

ە
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۓ

1
ඥݓ௝

௜ሻݕேሺܮ
௜ݕ௜ሻሺݕேሺܮ െ ௝ሻݕ

 , ݅ ് ݆ 

                                0,                      ݅ ൌ ݆ ് 0, ܰ

                െ ߙ 4ඥݓ௝⁄ ,            ݅ ൌ ݆ ൌ 0 

                 ൅ ߙ 4ඥݓ௝⁄ ,            ݅ ൌ ݆ ൌ ܰ
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where ߙ ൌ ܰሺܰ ൅ 1ሻ. 

Legendre  Basis  and  rescaled  Legendre  Lagrangian  interpolation  is  used  to  represent 

velocity  due  to  their  computational  efficiency  for  a  weak  formulation,  even  though 

Chebyshev  and  Lagrange  expansion  methods  have  similar  accuracies  (Ronquist  and 

Patera, 1987). This is due to the natural selection of unity weighting in the inner products 

for a Legendre Basis. Legendre Polynomials are orthogonal relative to a weight function 

of one. 

Gauss‐Lobatto quadrature is defined relative to the weight function of the orthogonal set 

of  polynomials  (Canuto  et  al  1988).  If  ܲሺݕሻ is  a  polynomial  of  order  less  or  equal 

to 2ܰ െ 1, then 

න ܲሺݕሻݓሺݕሻ݀ݕ ൌ ෍ ܲ൫ݕ௝൯ݓ௝.
ே

௝ୀ଴

ଵ

ିଵ

 

The  inner products of the Legendre‐based method are defined with weight one, similar 

to  Gauss‐Lobatto  quadrature.  Usage  of  Legendre‐Gauss  Lobatto  grid  point  in  the  y‐

direction and Lagrangian  interpolants  for  the velocities  seriously  simplifies  the  sums  in 

the equations 3.15 – 3.18. This would not have been possible  if Chebyshev polynomials 

had been used. So, this choice apparently decreases the operation count. 

Let us rescale the  interpolants as done  in 3.15 – 3.18. The matrix ൣܤ௜௝൧will become the 

identity  matrix.  This  solves  the  problem  of  rescaling  the  data  before  analysis.  The 

governing equations become 

௝௜uത௝ܦߦ݅
௡ାଵ ൅ ௝ࣞ௜vത௝

௡ାଵ ൌ 0                                               ሺ3.19ሻ 

െ
1

ܴ݁
௜௝uത௝ܣ

௡ାଵ െ ቆ
ଶߦ

ܴ݁
൅

2
Δݐ

ቇ ௜௝uത௝ܤ
௡ାଵ ൌ ௜௝ܦߦ݅ തܲ௝௡ାଵ ൅ ௜௝ܤ ҧ݃ଵ௝

௡            ሺ3.20ሻ 
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െ
1

ܴ݁
௜௝vത௝ܣ

௡ାଵ െ ቆ
ଶߦ

ܴ݁
൅

2
Δݐ

ቇ ௜௝vത௝ܤ
௡ାଵ ൌ െࣞ௜௝ തܲ௝௡ାଵ ൅ ௜௝ܤ ҧ݃ଶ௝

௡            ሺ3.21ሻ 

In  the  matrix  form  ,௜௝ܣ ,௜௝ܤ ,௜௝ܦ ࣞ௜௝are  the  elements  of  ሺܰ െ 1ሻ ൈ ሺܰ െ 1ሻ  sized 

,ܣ ,ܤ ,ܦ ࣞ matrices.  

For every wave number ߦ, uത௡ାଵ, vത௡ାଵ, തܲ௡ାଵrepresents the vector array of length ሺܰ െ 1ሻ 

constructed of elements uത௝
௡ାଵ, vത௝

௡ାଵ, തܲ௝௡ାଵ where 1 ൑ ݆ ൑ ܰ െ 1 

If discrete Helmholtz operation is defined as 

ܪ ൌ െ ቆ
1

ܴ݁
ܣ ൅ ቆ

ଶߦ

ܴ݁
൅

2
Δݐ

ቇ  ቇܫ

and the superscript T represents the transpose term, for every ߦ 

uത௡ାଵ்ܦߦ݅ ൅ ࣞ vത௡ାଵ ൌ 0                                         ሺ3.22ሻ 

uത௡ାଵ ܪ ൌ തܲ௡ାଵ ܦߦ݅ ൅ ҧ݃ଵ௡                                        ሺ3.23ሻ 

vത௡ାଵ ܪ ൌ െࣞ തܲ௡ାଵ ൅ ҧ݃ଶ௡                                        ሺ3.24ሻ 

And the boundary conditions are uത଴ ൌ uതே ൌ 0. 

To solve  the equations,  firstly  they are divided  into  two sets,  for velocity and pressure 

according to Uzawa Method (Canuto, 1993). For velocity components: 

uത௡ାଵ ൌ തܲ௡ାଵ ܦߦ݅ ଵሺିܪ ൅ ҧ݃ଵ௡ሻ                                    ሺ3.25ሻ 

vത௡ାଵ ൌ ଵሺ െࣞ തܲ௡ାଵିܪ ൅ ҧ݃ଶ௡ሻ                                    ሺ3.26ሻ 
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For pressure we insert the above equations into the continuity equation 3.22 to obtain a 

discrete equation  

ܵ௧ തܲ௡ାଵ ൌ െ݅ିܪ ்ܦߦଵ ҧ݃ଵ௡ െ ଵିܪ ࣞ ҧ݃ଶ௡ 

where ܵ௧ ൌ െሺߦଶିܪ ்ܦଵܦ ൅  .ଵࣞሻ is the discrete pressure operatorିܪ ்ܦ

The equation can be solved for pressure  തܲ௡ାଵ for every wave number ߦ. The result will 

be substituted into 3.25 and 3.26, and solved for velocity components. 

To avoid spurious pressure mode problems,  the constant pressure mode  is  set  to zero 

(Schumack et al, 1991)  

തܲଵ ൌ 0     at    ߦଶ ൌ 0  

for which the pressure operator matrix is modified as 

ܵ௧ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
1 0 ڮ 0
0
ڭ ቘܵ௧௜௝቙  

0 ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې

      if   ߦଶ ൌ 0.   

3.4 Velocity Solvers  

In  order  to  solve  for  the  velocities  in  x  and  y  direction  at  each  time  step,  a matrix 

equation must be solved  in each direction  for every wave number ߦ. Multiply the right 

hand side of the equation 3.25 and 3.26 by the inverse of ܪ(ିܪଵ). 

ଵିܪ · uത௡ାଵ ܪ ൌ തܲ௡ାଵ ܦߦଵ݅ିܪ ൅ ҧ݃ଵ௡ 

ଵିܪ · vത௡ାଵ ܪ ൌ െିܪଵࣞ തܲ௡ାଵ ൅ ҧ݃ଶ௡ 
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 is ܪ a  full  ሺܰ െ 1ሻ ൈ ሺܰ െ 1ሻ matrix. The  inversion  is performed using  the  collocation 

diagonalization  method  (Haidvogel  and  Zang,  1979)  made  possible  by  the  rescaled 

Lagrangian interpolants that lead to a mass identity matrix.  

Making  use  of  this  method  reduces  the  computational  cost  of  matrix  inversion 

to ܱሺܰଶ ሻ.   ܣ is  the  symmetric  second  order   ݕ –  derivative  matrix  that  can  be 

diagonalized  as  ܣ ൌ  ଵ whereିܧ ܩ ܧ  ܩ  is  a  diagonal matrix whose  elements  are  the 

eigenvalues of ܧ  .ܣ is a matrix composed of the eigenvectors of ܧ and ିܧଵ is its inverse. 

Consider the Helmholtz operator ܪ for a given wave number ߦ in terms of ܣ. 

ܪ ൌ െ ቆ
1

ܴ݁
ଵିܧ ܩ ܧ ൅ ቆ

ଶߦ

ܴ݁
൅

2
Δݐ

ቇ  ቇ                                ሺ3.27ሻܫ

Multiply by ିܧଵ 

ܪଵିܧ ൌ െ ቆ
1

ܴ݁
ܩ ൅ ቆ

ଶߦ

ܴ݁
൅

2
Δݐ

ቇ ቇܫ ଵିܧ ൌ െ࣡ିܧଵ . 

Multiply both sides by ࣡ିଵ then by ܧ 

െିܧଵ࣡ିଵିܧଵܪ ൌ  . ܫ

The inverse of ܪ is obtained as: 

ଵିܪ ൌ െିܧଵ ቆ
1

ܴ݁
ܩ ൅ ቆ

ଶߦ

ܴ݁
൅

2
Δݐ

ቇ ቇܫ
ିଵ

 . ଵିܧ

This  inverting ܪ reduces to  inverting the diagonal matrix ࣡. Notice that the presence of 

the identity matrix is what makes the simple factorization of 3.27 possible. 
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CHAPTER 4 

KARHUNEN – LOÈVE DECOMPOSITION 

4.1 Karhunen – Loève (KL) Decomposition 

The KL expansion is the representation of a vector field ݑሺݔ,  :ሻ as a series of the formݐ

ݑ ൌ ෍ ܽ௡ሺݐሻ߶௡
ஶ

௡ୀଵ

ሺݔሻ. 

In terms of an orthonormal set of functions ߶ሺ௡ሻ, 

൫ ߶ሺ௡ሻ,  ߶ሺ௠ሻ൯௫ ൌ න ߶௝
ሺ௡ሻ߶௝

ሺ௠ሻܸ݀ ൌ ݆  ௡௠    whereߜ ൌ 1,2.
௏

 

Summation convention on repeated indices ሺ·,·ሻ௫ denotes inner product over ݔ. The time 

dependent coefficients ܽ௡ are required to satisfy 

൛ܽ௡,ܽ௠ൟܧ ൌ න ܽ௡ሺݐሻܽ௠ሺݐሻ݀ݐ ൌ  ௡௠ߜ௡ߣ

where ܧሼ ሽ indicates the ensemble average. For any truncated representation 

ேݑ ൌ ෍ ܽ௡ሺݐሻ߶ሺ௡ሻ
ே

௡ୀଵ

ሺݔሻ 
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the ensemble average is a maximum 

ேܧ ൌ ෍ ௡ߣ

ே

௡ୀଵ

 . 

The orthonormal basis is set by functions ߶ሺ௡ሻ such that they are eigenfunctions of  

න ݇௜௝ሺݔ, ᇱሻ߶௝ݔ
ሺ௡ሻሺݔᇱሻ݀ݔᇱ ൌ ௡ ߶௜ߣ

ሺ௡ሻሺݔሻ                              ሺ4.1ሻ   
௏

 

The kernel ݇௜௝  is the autocorrelation tensor of the field ݑ 

݇௜௝ሺݔ, ᇱሻݔ ൌ ,ݔ௜ሺݑ ൛ܧ ,ሻݐ ,ᇱݔ௝ሺݑ  .ሻൟݐ

The autocorrelation tensor is hermitian, non‐negative and square integrable assures that 

a uniform convergent spectral representation for it exists (Mercer’s Theorem (Riesz and 

Nagy,  1955)).  So  it  is  guaranteed  that we have  a  complete  set  of orthonormal  vector 

eigenfunctions ߶ሺ௡ሻ as solutions to 4.1. 

Since in the numerical formulation, the flow is assumed L‐periodic in the x direction, the 

KL eigenfunctions take the form 

߶௝
ሺ௡ሻሺݔ, ሻݕ ൌ ߶෠௝

ሺ௡ሻሺ݉, ሻeି௜ଶగ௠௫ݕ
௅ .                                           ሺ4.2ሻ    

This,  in  turn,  implies  that  the  dependence  of  the  KL  eigenfunctions  on  the  vertical 

variable y can be obtained by solving 

න ,෡௜௝ሺ݉ܭ ,ݕ ᇱሻ߶෠௝ݕ
ሺ௡ሻሺ݉, Ԣݕᇱሻ݀ݕ

ଵ

ିଵ

ൌ ௡߶෠௝ߣ
ሺ௡ሻሺ݉,  ሻ                         ሺ4.3ሻݕ

for each |݉| ൏ ,௜௝ሺ݉ܭ  where 2/ܯ ,ݕ ᇱሻݕ ൌ ,ො௜ሺ݉ݑ൛ܧ ,ݕ ,ሻݐ ,ො௝ሺ݉ݑ ,ᇱݕ  .ሻൟݐ
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In order to  increase the sharpness of the ensemble averaging procedure, the flow field 

ensemble  is  enlarged  by  introducing  new  admissible  flow  fields  constructed  from  the 

computed  flow  field  using  symmetries  of  the  governing  equations.  The  continuous 

symmetry of translational  invariance  in the streamwise ݔ direction already  leads to the 

complex exponential representation (4.2) of the KL eigenfunctions in the ݔ variable. The 

discrete symmetry in the vertical midplane, 

۴ሼܝሽ ൌ ሺuଵሺݔ, െݕ, ,ሻݐ െuଶሺݔ, െݕ,  ሻሻݐ

is admissible and  it  leads  to doubling  the  size of  the original ensemble. Note  that  the 

symmetry operators ۷ and ۴ form a group of two elements ሼ۷, ۴ሽ with ۷ ൌ ۴૛ the identity 

operator. Further, using the reality of the flow, we have 

,ෝሺെ݉ܝ ,ݕ ሻݐ ൌ ,ෝሺ݉ܝ ,ݕ  ሻݐ

where  overbar  denotes  complex  conjugation.  Thus,  (4.3)  needs  to  be  solved  for  only 

0 ൑ ݉ ൏  .2/ܯ

Since the computed flow field uses the Legendre basis and the corresponding Gaussian 

quadrature in the wall‐normal direction, the integral equation can be discretized to get a 

matrix eigenvalue problem of size 2ሺܰ ൅ 1ሻ 

KΦ ൌ λΦ 

where K ൌ ሻݐሼVሺܧ ٔ Vሺݐሻሽ and  

Φ ൌ ൣԄ෡ଵሺy଴ሻ      ڮ       Ԅ෡ଵሺy୒ሻ       Ԅ෡ଶሺy଴ሻ      ڮ     Ԅ෡ଶሺy୒ሻ  ൧୘
                 with 

V ൌ ൣඥω଴ uොଵሺy଴ሻ     ڮ      ඥω୒ uොଵሺy୒ሻ       ඥω଴ uොଶሺy଴ሻ      ڮ     ඥω୒ uොଶሺy୒ሻ  ൧
୘

. 

Here, ٔ denotes the dyadic product,     uො୧൫y୨൯ ؠ  uො୧൫݉, y௝, ൯ and Ԅ෡୧൫y୨൯ݐ ؠ Ԅ෡୧൫m, y୨൯. 
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CHAPTER 5 

RESULTS AND DISCUSSION 

In  this work,  the  numerical  simulation  is  used  to  explore  the  stability  and  transition 

behavior  of  the  2D  Poisseuille  flow.  The method  of  study  is  based  on  the  numerical 

integration of the Navier Stokes equations  for the time evolution of a disturbance flow 

field added upon the laminar parabolic base flow profile 

ܷሺݕሻ ൌ
ܴ݁
2

ሺ1 െ  .ଶሻݕ

The  initial  energy  of  the  disturbance  field  is  specified  and  the  time  evolution  of  the 

energy  is monitored  for growth or decay as  indication of  the stability of  the base  flow 

against the disturbances of specified initial magnitude of energy.  Throughout these runs 

the  simulation  parameters  are  chosen  as  ܯ ൌ 8,  ܰ ൌ 70  and  the  period                          

ݏ ൌ ܮ ݄⁄ ൌ  1.02056/ߨ2 selected  from  literature.  This  corresponds  to  the  critical 

wavenumber from the linear stability analysis (see section 2.3).     

The disturbance flow field should itself be an admissible flow field, satisfying the spatial 

constraints  such  as  the boundary  conditions  and  the  continuity  equation  as well  as  it 

should contain a rich mixture of the dynamical features of the flow  in order to test the 

stability of the base flow against all possible type disturbances. In order to construct such 

a disturbance flow field, we performed the numerical simulation of the 2D channel flow 

at ܴ݁ ൌ 200 at which the resulting flow exhibits a dynamically rich nature. The resulting 

flow regime is depicted in Figure 5.1.   
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Figure 5.1 The actual (solid) and laminar (dashed) mean parabolic profiles and the centerline 

velocity time series. 

Clearly, at this high Re, the actual mean profile deviates from the corresponding laminar 

profile  in  such  a  way  that  the  core  region  is  getting  flatter  and  the  flow  is  getting 

retarded. This is a consequence of enhanced mixing between the two regions where the 

slow fluid  in the wall region mixes with the fast fluid  in the core region, thus an overall 

deceleration results.   

KL decomposition is a tool for extracting the dynamical features contained in a database 

representing a flow field. Based on their contribution to the flow energy,  it also reveals 

the hierarchy of these features which is specific to the flow regime under consideration. 

These  features  and  their  hierarchy  are  represented  by  the  KL  eigenvectors  and  the 

corresponding KL eigenvalues,  respectively. The  flow database at ܴ݁ ൌ 200  is used  to 

generate  the  KL  eigenpairs.  Table  5.1  shows  the  first  10  KL  eigenvalues  as  they  are 

ordered and scaled with the magnitude of the largest eigenvalue.      

It should be noted that the KL basis is generated using the fluctuating component of the 

flow  field  after  the  removal  of  the  mean  flow.  Otherwise,  the  first  basis  element 

associated with the mean flow, namely ሺ݉ ൌ 0, ݍ ൌ 1ሻ, would dominate  in the energy 

content.  The  sharp  drop  in  the  energy  content  of  the  basis  elements  in  the  list  as 

indicated by  the corresponding eigenvalues shows the optimality of  the decomposition 
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as  the  flow energy  carried by  the  truncated  representation of  the  flow  in  terms of KL 

modes, ݑ ൎ ேݑ ൌ ∑ a௡߶௡
ே
௡ୀଵ  

is maximal. 
 

Table 5.1 KL eigenvalues 

ܴ݁ ൌ 200 

݊  ݉ ݍ  ௟ߣ/௞ߣ

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10

1  1

2  1

2  2

3  1

0  1

1  2

3  2

0  2

2  3

2  4

0.10e+1

0.14e‐1

0.53e‐2

0.29e‐2

0.14e‐2

0.13e‐2

0.95e‐3

0.82e‐3

0.44e‐3

0.28e‐3 

 

The vertical profiles of the corresponding KL eigenfunctions are shown in Figure 5.2.        

As a result of the symmetry considerations in the construction of the covariance kernel, 

the KL eigenfunctions possess odd or even symmetry  in the mid‐plane. They satisfy the 

divergence‐free property and the boundary conditions, so they are the building blocks of 

the underlying  flow. They exhibit  increased  zero  crossings  as  the  index  (wavenumber) 

increases,  reminiscent  of  Sturm‐Liouville  type  eigenfunctions.  Some  exhibit  increased 

variation in the core region and some in the wall region that may invoke the classification 

as the core or the wall type to be utilized in the analysis of the underlying flow dynamics. 
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Figure 5.2 The vertical profiles of the corresponding KL eigenfunctions. 

Time variation of the corresponding expansion coefficients, a௡ሺݐሻ, and the KL spectrum 

are  shown  in  Figure  5.3.  This  is  obtained  by  projecting  the  fluctuating  flow  field  at 

ܴ݁ ൌ 200 onto the KL basis, a௡ሺݐሻ ൌ ሺ࢛ሺݔ, ,ሻݐ ࣘ௡ሺݔሻሻ.  
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Figure 5.3 The time variation of the projections of the flow field at ܴ݁ ൌ 200  onto the space 

spanned by the first 10 KL eigenfunctions of Table 5.1 and the corresponding KL spectrum, 
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We will use this dynamically rich and parametrized flow field at ܴ݁ ൌ 200  to disturb the 

laminar base flow. For this purpose, the flow field at ܴ݁ ൌ 200 is reconstructed using a 

truncated KL representation containing only the most energetic KL modes. Normally, the 

appearance  of  each mode  in  the  reconstruction  is weighted  by  the  corresponding  KL 

eigenvalues  

ݑ ൎ ேݑ ൌ ෍ a௡ሺݐሻ߶௡ሺݔ, ۄ࢔aത࢔aۃ ݄ݐ݅ݓ  ሻݕ ൌ   .௡ߣ
ே

௡ୀଵ  

This  is a weighting  specific  to  the  flow  regime ܴ݁ ൌ 200.  In  the  reconstruction of  the 

fIow field as a disturbance field, however, each KL mode is allowed to contribute equally 

to  specified  flow  energy  in  order  to  provide  an  equal  representation  of  dynamical 

features  in  the disturbance  field. This specified  flow energy  is  then used  to control  the 

energy level of the disturbance.   

The energy of a flow field ܝ is defined as 

ሻܝሺܧ ൌ
1
2

න න ܝ · ഥܝ
ଵ

ିଵ

ݕ݀
ୱ

଴

 ,ݔ݀

thus,  for  the Poiseuille  flow ܧ௉ ൌ ሺܷሻܧ ൌ  6/ܴ݁ݏ . The energy of  the disturbance  flow 

field is normalized with respect to the basic quantity ܧ௉ leading to the relative energy of 

the disturbance 

ሻܝሺߝ ൌ
ሻܝሺܧ

௉ܧ
· 

The disturbance field is then constructed as 

૙ܝ
,ݔሺۼ ሻݕ ൌ ଴ܣ ෍ ݈ܽ݁ݎ ቀ૎ሺ௡ሻሺݔ, ሻቁ                                   ሺ5.1ሻݕ

ே

௡ୀଵ
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where ૎ሺ௡ሻሺݔ, ሻݕ ൌ ૎ෝ ሺ௡ሻሺ݉, ሻ݁௜ଶగ௠௫/௦ݕ
 with ݊ ൌ ሺ݉,  ଴ܣ ሻ andݍ is a real constant such 

that ߝ൫ܝ૙
൯ۼ ൌ  ଴ . The evolution of the initial condition (5.1) for different initial energiesߝ

ܰ ଴ is computed at different ܴ݁ values. The truncation cut‐off index is selected asߝ ൌ 50 

to achieve a level of dynamical richness in the initial disturbance field. The time evolution 

of the initial disturbance field for various initial energy and ܴ݁ values are shown in Figure 

5.4. 

 

Figure 5.4 The time evolution of the energy of the disturbances superimposed upon the base flow 

for various initial energy ߝ଴ and ܴ݁ values. 

At the supercritical value of ࡾ ൌ ૟૙૙૙ሺܴ ൐  ሻ, as expected and as a verification of ourࢉࡾ

computations,  the disturbances at all  levels of  initial energy experience growth. This  is 

the  region where  the  base  flow  is  theoretically  known  to  be  unstable  to  infinitesimal 

disturbances  (linearly  unstable).  At  the  subcritical ܴ  values  ሺܴ ൏  ሻࢉࡾ where  it  is 

theoretically  known  that  the  base  flow  is  stable  to  infinitesimal  disturbances  (linearly 
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stable), we observe  instability  to  finite disturbances  (subcritical  instability). Due  to  the 

instability of the base flow, the disturbances are attracted to another solution. The basin 

of  attraction  of  this  solution  is  sketched  in  Figure  5.5  crudely  showing  the  threshold 

disturbance energy increasing with decreasing ܴ݁.         

 

Figure 5.5 The overall depiction of the instability of the disturbances of Figure 5.4 as stable 

(empty circle) and unstable (solid circle). 

As shown  in Figure 5.4,  in the case of  instability of the base  flow, the disturbance  field 

eventually converges to a new flow field. In the following series of figures, the projection 

of  this  flow  field  onto  the  first  10  the  KL  basis  elements  in  Figure  5.2  as  obtained  at 

ܴ݁ ൌ 200 are shown.  
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 Figure 5.6 The time variation of the projections of the limiting flow field obtained at ܴ ൌ 6000 in 

Figure 5.4 onto the space spanned by the first 10 KL eigenfunctions of Table 5.1. 

Figure 5.6 indicates that the flow field obtained at supercritical ܴ ൌ ૟૙૙૙ is of periodic 

character as far as the most energetic component, namely ݊ ൌ 1, is concerned. The most 

striking  behaviour  are  observed  at  ܴ ൌ 55૙૙  and  ܴ ൌ 4500  in  Figures  5.7  and  5.9, 

respectively,  where  the  flow  exhibits  a  quasi‐periodic  character  unlike  the  periodic 

character at ܴ ൌ 5૙૙૙  in Figure 5.8, again as  far as  the most energetic  component  is 

concerned.  These  variations  in  the  flow  character  in  the  subcritical  regime  call  for  a 

careful analysis as a future work.   



 

40 
 

 

Figure 5.7 The same as in Figure 5.6 at ܴ ൌ 5500. 
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Figure 5.8 The same as in Figure 5.6 at ܴ ൌ 5000. 
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Figure 5.9 The same as in Figure 5.6 at ܴ ൌ 4500. 
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CHAPTER 6 

FUTURE WORK 

In this work, KL basis  is used to analyze the underlying dynamics  in a passive sense as a 

parametrization of the projection space. Alternatively, KL basis can be used to construct 

a low dimensional description of the underlying phenomena using Galerkin procedure. In 

order to describe the procedure, considering the Navier‐Stokes equations in the symbolic 

form 

ܝ∂
∂t

ൌ Lሺܝ, ܴ݁ሻ. 

Where L represents the nonlinear differential operator involving u, spatial derivatives of 

u, and parameter Re. A low dimensional model capturing some important aspects of the 

governing  equation may be  constructed by projecting  the original  equation onto  a  KL 

subspace spanned by the Truncated KL expansion  (via Galerkin projection). This can be 

done as follows: first the KL eigenfunctions are extracted from the field u, obtained by, 

say numerical simulation, at a  reference value ܴ݁଴. The  truncated expansion u ൎ u୒ ൌ

∑ a୬ሺtሻ୒
୬ୀଵ Ԅ୬ሺxሻ  is  then  substituted  into  the  original  equation,  resulting  in  a  residue 

whose projection onto the KL subspace is zeroed 

൭
୒ܝ∂

∂t
ൌ Lሺܝ୒, Reሻ, Ԅ୬ሺܠሻ൱ ൌ 0. 

This results in an amplitude equation of the form 

da୬

dt
ൌ L෨ሺa, ܴ݁ሻ 
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For  the KL expansion coefficients a୬. This equation can be used  to determine  the  time 

evolution of the expansion coefficients and thus may constitute a low dimensional model 

for  the original equation  in  the neighbourhood of ܴ݁଴. Note  that optimality of  the KL 

expansion is no longer available when used for off reference values of ܴ݁, however, the 

KL  expansion  functions  still  satisfy  all  the  spatial  constraints of  the  flow  field,  such  as 

boundary conditions, incompressibility conditions, etc. 
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APPENDIX  

 

The Karhunen‐Loève (KL) Process 

 

1. The Eigenvalue Problem 

The  K‐L  decomposition  or  proper  orthogonal  decomposition  is  a  technique  to 

parameterize experimental or numerical data optimally in energy norm. The original data 

in this analysis is a set of two dimensional velocity vectors ݒ௜
௡ݒ୧

௡ሺxଵ, xଶሻ where n denotes 

the moment  in  time,  ݅  denotes  the  direction  of  the  vector,  and  xଵ, xଶ  denotes  the 

independent  spatial  variables. Although ݒݒ must be  real  since  it  represents a physical 

velocity  field,  this analysis  is done  for a complex vector  for  reasons which will become 

obvious. The purpose of the K‐L method  is to  identify a vector ߰௜߰௜߰ሺxଵ, xଶሻ which will 

maximize the quantity 

 

  ෍|ܞ௡ܖܞ, ࣒࣒|ଶ

௡

  

subject to ሺ࣒࣒, ࣒࣒ሻ ൌ 1. With the inner product defined as       

ሺܽ, ܾሻ ൌ න ܽ௜ሺ࢞ሻܾ௜ሺ࢞ሻ݀࢞
஽

                                         ሺA. 1ሻ 
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where overbar  indicates complex conjugation and summation on ݅  is assumed, and the 

energy defined as |࢜|ଶ ൌ ሺ࢜, ࢜ሻଶ, the energy composed in the eigenfunction is measured 

by 

 

ܧ ൌ ෍ሺ࢜௡, ࣒ሻଶ ൌ
ே

௡ୀଵ

  ෍ሺ࣒, ࢜ሻሺ࢜, ࣒ሻ                                        
ே

௡ୀଵ

ሺA. 2ሻ 

This can be rewritten in the form 

ܧ ൌ ෍ න ത߰௜ሺ࢞ሻ
஽

௜ݒ
௡ሺ࢞ሻ݀࢞ න ҧ௝௡ሺ࢞́ሻݒ

஽

߰௝ሺ࢞́ሻ݀࢞́
ே

௡ୀଵ

 

ܧ ൌ න ത߰௜ሺ࢞ሻ
஽

න ෍ ௜ݒ
௡ሺ࢞ሻݒҧ௝௡ሺ࢞́ሻ߰௝ሺ࢞́ሻ݀࢞́

ே

௡ୀଵ஽

݀࢞. 

For convenience, this will commonly be written as ܧ ൌ ሺ࣒, ௜௝ܭ ,ሻ where the kernel࣒ࡷ  is 

defined by          

,௜௝ሺ࢞ܭ ࢞́ሻ ൌ ෍ ௜ݒ
௡

ே

௡ୀଵ

ሺ࢞ሻݒҧ௝௡ሺ࢞́ሻ                                        ሺA. 3ሻ 

and the tensor product is defined by       

௜௝߰௝ܭ ൌ න ,௜௝ሺ࢞ܭ ࢞́ሻ߰௝ሺ࢞́ሻ
஽

݀࢞́                                       ሺA. 4ሻ 

Unless  otherwise  stated,  Einstein’s  summation  convention  is  used  throughout  the 

equations. Now using the constraint ሺ࣒, ࣒ሻ ൌ 1 and introducing a Lagrange multiplier, λ, 

modified energy is introduced, 

Eכሺ࣒ሻ ൌ ሺ࣒, ሻ࣒ࡷ െ λሺ࣒, ࣒ሻ 

Perturbing the eigenfunction slightly produces the equation 
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Eכ൫࣒ ൅ ࣵ ሖ࣒ ൯ ൌ න ߰௜ ൅ ࣵ ሖ߰ ௜
஽

න ௜௝൫߰௝ܭ ൅ ࣵ ሖ߰௝൯
஽

ҧݔതതതത݀ݔ́݀ െ λ න ߰௜ ൅ ࣵ ሖ߰ ௜
஽

൫߰௜ ൅ ࣵ ሖ߰ ௜൯݀ݔҧ 

Eכ൫࣒ ൅ ࣵ ሖ࣒ ൯ ൌ න ߰௜ ൅ ࣵ ሖ߰ ௜
஽

න ௜௝߰௝ܭ
஽

ҧݔതതതത݀ݔ́݀ ൅ න ߰௜ ൅ ࣵ ሖ߰ ௜
஽

න ௜௝ࣵܭ ሖ߰ ௜
஽

ഥ ݔതതതത݀ݔ́݀

െ λ න ߰௜ ൅ ࣵ ሖ߰ ௜
஽

߰௜݀ݔҧ ൅ න ߰௜ ൅ ࣵ ሖ߰ ௜
஽

ࣵ ሖ߰ ௜݀ݔҧ. 

Minimizing in ࣵ and  തࣵ produces the equations 

߲
߲ࣵ

Eכ൫࣒ ൅ ࣵ ሖ࣒ ൯ฬ
ࣵୀ଴ୀ തࣵ

ൌ 0 ൌ න න ത߰௜ܭ௜௝ ሖ߰ ௝
஽

ҧݔതതതത݀ݔ́݀
஽

െ ߣ න ሖ߰ ௜ ሖ߰ ௝
஽

 ҧݔ݀

 

߲
߲ തࣵ Eכ൫࣒ ൅ ࣵ ሖ࣒ ൯ฬ

ࣵୀ଴ୀ തࣵ
ൌ 0 ൌ න න ሖ߰ത௜ܭ௜௝߰௝

ܦ

ഥݔ́݀ തݔ݀
஽

െ ߣ න ሖ߰ത௜߰௜

ܦ

 തݔ݀

 

න ቎න ߰௝ܭ௜௝
஽

ҧݔ́݀ െ ௜቏߰ߣ ሖ߰ത௜
஽

ҧݔ݀ ൌ 0. 

Since  ሖ߰ ௜  is arbitrary, this equation can only be true in the case 

න ߰௝ሺ࢞́ሻܭ௜௝ሺ࢞, ࢞́ሻ
஽

ҧݔ́݀ െ ௜ሺ࢞ሻ߰ߣ ൌ 0 

න ,௜௝ሺ࢞ܭ ࢞́ሻ߰௝ሺ࢞́ሻ
஽

ҧݔ́݀ ൌ .௜ሺ࢞ሻ                                        ሺA߰ߣ 5ሻ 
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This  is  the  Eigenvalue  problem  commonly  written  as  ࣒ࡷ ൌ  ࣒ߣ using  the  product 

definition presented earlier. The solution of this problem will lead to the most energetic 

mode ࣒ሺ࢞ሻ along with the energy in that mode ߣ. 

2. Boundary Conditions 

The physical velocity vectors used to form the eigenfunctions come from a flow satisfying 

the boundary conditions 

௜ݒ
௡ሺݔଵ, 1ሻ ൌ ௜ݒ

௡ሺݔଵ, െ1ሻ ൌ 0. 

The  boundary  condition  for  the  eigenvectors which  result  from  equation  A.5  can  be 

derived from applying the boundary conditions of equation A.6 to the original equation 

A.5 resulting in   

ψ௜ሺݔଵ, 1ሻ ൌ
1
ߣ

න ,ଵݔ௜௝ሺܭ ,ଵݔ́ 1, ,ଵݔଶሻ ߰௝ሺ́ݔ́ ଶሻݔ́
஽

݀࢞́ ഥ                     ሺA. 7ሻ 

Using the definition of the kernel from equation A.3 produces the evaluations 

,ଵݔ௜௝ሺܭ ,ଵݔ́ 1, ଶሻݔ́ ൌ ෍ ௜ݒ

ே

௡ୀଵ

ሺݔ, 1ሻݒҧ௝ሺ́ݔଵ, ଶሻݔ́ ൌ 0 

,ଵݔ௜௝ሺܭ ,ଵݔ́ െ1, ଶሻݔ́ ൌ ෍ ௜ݒ

ே

௡ୀଵ

ሺݔ, െ1ሻݒҧ௝ሺ́ݔଵ, ଶሻݔ́ ൌ 0. 

Simply applying  these equations  to equation A.7  results  in  the boundary  conditions of 

the eigenfunctions         

߰௜ሺݔଵ, 1ሻ ൌ න 0 ൈ  ߰௝ሺ́ݔଵ, ଶሻݔ́
஽

ҧݔ́݀ ൌ 0                                    ሺA. 8ሻ 
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߰௜ሺݔଵ, െ1ሻ ൌ න 0 ൈ  ߰௝ሺ́ݔଵ, ଶሻݔ́
஽

ҧݔ́݀ ൌ 0                                 ሺA. 9ሻ 

So a set of eigenfunctions formed from a velocity field satisfying the no slip condition will 

themselves satisfy the no slip condition. 

3. Incompressibility 

Another property of the original flow field is in compressibility, 

߲
௜ݔ߲

௜ሺ࢞ሻݒ ൌ 0. 

In order to evaluate the compressibility of the eigenfunctions’ their divergence  is taken 

from equation A.5 resulting in 

߲
௜ݔ߲

߰௜ሺ࢞ሻ ൌ
1
ߣ

න  
߲

௜ݔ߲
,௜௝ሺ࢞ܭ ࢞́ሻ

஽

݀࢞́. 

Noticing that the kernel  is the only term  in the  integrand with a dependence on ݔ௜ and 

using the definition of the kernel allows the application of the equation 

߲
௜ݔ߲

,௜௝ሺ࢞ܭ ࢞́ሻ ൌ ෍ ҧ௝ሺ࢞́ሻݒ
ே

௡ୀଵ

߲
௜ݔ߲

௜ሺ࢞ሻݒ ൌ 0 

to produce the divergence of the eigenfunctions         

߲
௜ݔ߲

߰௜ሺ࢞ሻ ൌ න 0 ൈ  ߰ሺ࢞́ሻ
஽

݀࢞́ ൌ 0                                     ሺA. 10ሻ 

So  the  eigenfunctions  formed  from  an  incompressible  velocity  field  are  themselves 

incompressible. 
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4. Orthogonality 

The  eigenvalue  equation  produces  multiple  eigenfunctions  and  eigenvalues.  Two 

solutions to the problem, ࣒࢓ and ࣒࢔ with corresponding eigenvalues ߣ௠, ߣ௡ satisfy of 

the equations 

න ,௜௝ሺ࢞ܭ ࢞́ሻ߰௝
௠ሺ࢞́ሻ

஽

݀࢞́ ൌ ௠ ߰௜ߣ
௠ሺ࢞ሻ 

 

න ,௜௝ሺ࢞ܭ ࢞́ሻ߰௝
௡ሺ࢞́ሻ

஽

݀࢞́ ൌ ௡ ߰௜ߣ
௡ሺ࢞ሻ. 

 
Multiplying the first equation by    ഥ࣒ ௡ሺ࢞ሻ and  integrating over the domain produces the 

equation 

௠ නߣ ߰௜
௠ሺ࢞ሻ ത߰௜

௡ሺ࢞ሻ݀࢞
஽

ൌ න න ,௜௝ሺ࢞ܭ ࢞́ሻ߰௝
௠ሺ࢞́ሻ ത߰௜

௡ሺ࢞ሻ݀࢞́݀࢞
஽஽

  

ൌ න ߰௝
௠ሺ࢞́ሻ න ,௜௝ሺ࢞ܭ ࢞́ሻ ത߰௜

௡ሺ࢞ሻ݀࢞݀࢞́
஽஽

 

ൌ න ߰௝
௠ሺ࢞́ሻ න ,ഥ௜௝ሺ࢞́ܭ ࢞ሻ ത߰௜

௡ሺ࢞ሻ݀࢞݀࢞́
஽஽

 

ൌ ௡ නߣ ߰௝
௠ሺ࢞́ሻ ത߰௝

௡ሺ࢞́ሻ݀࢞́
஽

. 

Bringing both terms to the same side of the equation produces 

ሺߣ௠ – ௡ ሻߣ න ߰௜
௠ሺ࢞ሻ ത߰௜

௡ሺ࢞ሻ݀࢞
஽

ൌ 0. 

Since ߣ௠ ് ݉ ௡  forߣ ് ݊ this equation can only be true if the functions are orthogonal,
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න ߰௜
௠ሺ࢞ሻ ഥ߰ ௜

௡ሺ࢞ሻ݀࢞
஽

ൌ 0   for ݉ ് ݊                             ሺA. 11ሻ 

The  condition  of  orthogonality  along with  the  constraint  that  the magnitude  of  each 

vector is 1 gives us the property of orthonormality ሺ࣒௠, ࣒௡ሻ ൌ  ௠௡ which simplifys theߜ

decomposition of a velocity field.  

A velocity function can be written as a sum of eigenfunctions using the equation 

        

,௜ሺ࢞ݒ ሻݐ ൌ ෍ ࣵ௠ሺݐሻ߰௜
௠ሺ࢞ሻ

௠

                                     ሺA. 12ሻ 

Multiplying  both  sides  of  the  equation  by   ࣒
௡

ሺ࢞ሻ  and  integrating  over  the  domain 

produces the equation 

න  ഥ߰ ௜
௡ሺ࢞ሻݒ௜ሺ࢞, ሻ݀࢞ݐ

஽
ൌ ෍ ࣵ௠

௠

ሺݐሻ න  ഥ߰ ௜
௡ሺ࢞ሻ߰௜

௠ሺ࢞ሻ݀࢞
஽

                ൌ ෍ ࣵ௠
௠

ሺݐሻߜ௠௡ 

     

ࣵ௡ሺݐሻ ൌ න  ഥ߰ ௜
௡ሺ࢞ሻݒ௜ሺ࢞, ሻ݀࢞ݐ

஽
                                        ሺA. 13ሻ 

Using  this  equation,  the  expansion  coefficients  ࣵ௡ሺݐሻ  can  easily  be  produced  by 

integrating  the  product  of  the  velocity  and  the  conjugate  of  the  eigenfunction.  These 

coefficients can then be used to reconstruct the velocity field as seen in equation A.13. 

5. Translational Invariance and Symmetry 

The  flow  field  for  channel  flow  is  both  periodic  and  translationally  invariant  in  the 

streamwise direction. As a result, any value can be added to the streamwise coordinate 

producing  an equally  valid  velocity  field which  can be  added  to  the original ensemble 

thereby increasing the size of the data set. To see how this affects the kernel ܭ௜௝  we add 

an  arbitrary  value  ݈  to   ଵݔ producing  a  new  velocity  field ݒ௜
௡ሺݔଵ ൅ ݈,  .ଶሻݔ The  original 
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kernel was the sum over all the independent time realizations ݊, so to include all possible 

velocity fields, the kernel is calculated from a sum over time and an integral over space 

௜୨ܭ ൌ ෍ න ௜ݒ
௡ሺݔଵ ൅ ݈, ଵݔҧ௜௡ሺ́ݒଶሻݔ ൅ ݈, ଶሻݔ́ ݈݀.

௅భ

଴

ே

௡ୀଵ

 

Introducing  a  dummy  variable  ݏ ൌ ଵݔ́ ൅ ݈  along  with  the  corresponding  equations 

ଵݔ ൅ ݈ ൌ ݏ ൅ ݈݀ ଵ  andݔଵെ́ݔ ൌ  lets the kernel be written as  ݏ݀

௜௝ܭ ൌ ෍ න ௜ݒ
௡ሺݔଵ െ ଵݔ́ ൅ ,ݏ ,ݏҧ௝௡ሺݒଶሻݔ ଶሻݔ́ .ݏ݀

௫́భା௅భ

௫́భ

ே

௡ୀଵ

 

With the flow fields being periodic in the streamwise, direction, the limits of integration 

can be  rewritten  from 0  to ܮଵ  and  the  integral  can easily be  seen  to depend on only 

ଵݔ െ ,ଶݔ ଵ along withݔ́  ଶ. Because the kernel is also periodic and translationally invariantݔ́

in the spanwise direction the same analysis can be applied to that direction producing a 

kernel 

ଵݔ௜௝ሺܭ െ ,ଵݔ́ ,ଶݔ ଶሻݔ́ ൌ ෍ න ௜ݒ
௡ሺݔଵ െ ଵݔ́ ൅ ,ଵݏ ௝ݒଶሻݔ

௡ሺݏଵ, ଶሻݔ́ .ሺA       ݏ݀ 14ሻ
௅భ

଴

ே

௡ୀଵ

 

The original problem is now presented as   

න න ଵݔ௜௝ሺܭ െ ,ଵݔ́ ,ଶݔ ,ଵݔଶሻ߰௝ሺ́ݔ́ ଶݔଶሻ݀́ݔ́ ଵݔ́݀ ൌ ,ଵݔ௜ሺ߰ߣ .ଶሻݔ
ଵ

ିଵ

௅భ

଴
 

Multiplying both sides of  the equation by ݁ି௜మഏ೘ೣభ
ಽభ and  integrating  in  the spanwise and 

streamwise directions produces the equation 

න ଶݔ́݀ න ݁ି௜ଶగ௠௫భ
௅భ  ߰௝ሺ́ݔଵ, ଶሻݔ́ න ଵݔ௜௝ሺܭ െ ,ଵݔ́ xଶ, ଶሻݔ́

௅భ

଴
݁ି௜ଶగ௠௫భ

௅భ ଵݔ݀ 

௅భ

଴
ଵݔ́݀

ଵ

ିଵ

ൌ ߣ න ߰௜ሺݔଵ, ଶሻ݁ି௜ଶగ௠௫భݔ
௅భ ଵݔ݀ 

௅భ

଴
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which can be written as 

න ෠߰௝ሺ݉, ,෡௜௝ሺ݉ܭଶሻݔ ,ଶݔ ଶݔଶሻ݀́ݔ́ ൌ ߣ ෠߰௜ሺ݉, ଶሻݔ
௅భ

଴
                      ሺA. 15ሻ 

with the hat symbol denoting the Fourier transform of the kernel and the eigenfunction 

in the streamwise and spanwise directions. 

A close examination of the transformed kernel ܭ෡௜௝  shows how it can be calculated from 

the  transform  of  the  velocity  vectors.  Beginning  with  the  definition  of  the  kernel  in 

equation A.14, multiplication by the exponentials and integration over the spanwise and 

streamwise direction yields 

෡௜௝ܭ ൌ ෍ න න ௜ݒ
௡ሺݔଵ െ ଵݔ́ ൅ ,ଵݏ ௝ݒଶሻݔ

௡ሺݏଵ, ଶሻ݁ି௜ଶగ௠௫భݔ́
௅భ ଵݔ݀ ଵݏ݀

௅భ

଴

௅భ

଴

ே

௡ୀଵ

. 

Using a  change of  variables,  ଵݔ 
כ ൌ ଵݔ െ ଵݔ́ ൌ  ଵݏ then  splitting  the exponents  into  two 

terms, produces 

෡௜௝ܭ ൌ ෍ න ,ଵݏҧ௝௡ሺݒ ଶሻ݁ି௜ଶగ௠௫భݔ́
௅భ න ௜ݒ

௡ሺݔଵ
,כ ଵݔଶሻ݀ݔ

כ ଵݏ݀

௅భି௫భା௦భ

ି௫భା௦భ

௅భ

଴

ே

௡ୀଵ

. 

Note  that  the  velocity  is  periodic  in  the  streamwise  direction  so  the  integral  can  be 

written  from  0  to   ଵandܮ represent  the  Fourier  transform  of  the  velocity  field  in  the 

streamwise direction ݒො௜
௡ሺ݉,  .ଶሻݔ

With  the second  integral having no dependence on ݏଵ,  the kernel  is now  the sum. The 

first integral can be rewritten as  

න ,ଵݏҧ௝௡ሺݒ ଶሻ݁ି௜ଶగ௠௫భݔ́
௅భ

௅భ

଴
ଵݏ݀ ൌ ො௜ݒ

௡ሺ݉,  .ଶሻݔ́
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Putting this all together, the transform of the kernel, ܭ෡௜௝  can then be calculated from a 

much simpler equation 

,෡௜௝ሺ݉ܭ ,ଶݔ ଶሻݔ́ ൌ ෍ ො௜ݒ
௡ሺ݉, ଶሻݔ

ே

௡ୀଵ

ො௝ݒ
௡ሺ݉, .ଶሻ                             ሺAݔ́ 17ሻ 

Using the analysis, the decomposition must only be done in the wall normal direction on 

a kernel that has been transformed in the streamwise direction. The decomposition must 

be  done  for  the  Fourier mode  ݉  producing  a  set  of  eigenfunctions  denoted  by  their 

Fourier mode and quantum number ݍ written as  ෠߰
௜
௤ሺ݉,  ଶሻ. The quantum number is anݔ

index  to distinguish the various eigenvalues and eigenvectors ranging  from 1, the most 

energetic mode to ܰ, the least energetic mode. 

The  physical  eigenfunctions  are  inverse  Fourier  transforms  of  these  eigenfunctions 

෠߰
௜
௤ሺ݉,  .ଶሻ so they have a sine and cosine dependence in the streamwise directionݔ

෠߰
௜
௠௤ሺݔଵ, ଶሻݔ ൌ ෠߰

௜
௤ሺ݉, ଶሻ݁ି௜ଶగ௠௫భݔ

௅భ . 

Both the position and the flow direction is being reversed in these directions so each of 

the  new  flow  fields  is  physical  satisfying  boundary  conditions,  continuity  and  Navier 

Stokes Equations.  

More specifically, with 

࢜௡భ ൌ ଵݒۃ
௡భሺݔଵ, ,ଶሻݔ ଶݒ

௡భሺݔଵ,  ۄଶሻݔ

as an original flow field, new flow field can be obtained by symmetry 

ෝ࢜௡మ ൌ  ቀݒଵ
௡భሺݔଵ, െݔଶሻ, െݒଶ

௡భሺݔଵ, െݔଶሻቁ. 
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The Fourier transforms can be written in terms of the original transform as 

ෝ࢜௡మ ൌ  ቀݒොଵ
௡భሺ݉, െݔଶሻ, െݒොଶ

௡భሺ݉, െݔଶሻቁ                                   ሺA. 18ሻ 

By including these flow fields in the ensemble, the kernel takes the form 

,෡௜௝ሺ݉ܭ ,ଶݔ ଶሻݔ́ ൌ ෍ ෍ ො௜ݒ
௡௣ሺ݉, ଶሻݔ

ଶ

௣ୀଵ

ො௝ݒ
௡௣ሺ݉, ଶሻݔ́

ே

௡ୀଵ

                       ሺA. 19ሻ 

The velocity is a physical quantity so it is also real. A property of the Fourier transform for 

physical variables is 

,ො௜ሺെ݉ݒ ଶሻݔ ൌ ,ො௜ሺെ݉ݒ  ଶሻݔ

resulting in a similar property of the kernel 

,෡௜௝ሺെ݉ܭ ଶሻݔ ൌ ,෡௜௝ሺെ݉ܭ  .ଶሻݔ

Simply taking the complex conjugate of the equation A.15 leads to  ෠߰௜ሺെ݉,  ଶሻ being theݔ

corresponding solution to ܭ෡௜௝ሺെ݉,  .ߣ ଶሻ again having the same eigenvalueݔ If equation 

A.15 is solved for some Fourier mode ݉ ൐ 0,  an additional solution can be found for the 

wave number െ݉ and  the energy  in  this mode  is 2  times  the energy of  the  reported 

eigenvalue. If the wave number is 0 then the energy reported is exactly equal to that of 

the eigenvalue. This factor of actual energy in a mode to eigenvalue is called degeneracy 

so  an  eigenfunction  in  the  Fourier  mode  ݉ ൌ 0  has  a  degeneracy  of  1,  while  an 

eigenfunction in the Fourier mode ݉ ൐ 0 has a degeneracy of 2. 

The velocity fields in A.18 produce a set of relationships in a kernel that can be written as 

,෡ଵଵሺ݉ܭ ,ଶݔ െ́ݔଶሻ ൌ ,෡ଵଵሺ݉ܭ ,ଶݔ .ଶሻ                                    ሺAݔ́ 20aሻ 
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,෡ଵଶሺ݉ܭ ,ଶݔ െ́ݔଶሻ ൌ െܭ෡ଵଶሺ݉, ,ଶݔ .ଶሻ                                     ሺAݔ́ 20bሻ 

,෡ଶଶሺ݉ܭ ,ଶݔ െ́ݔଶሻ ൌ ,෡ଶଶሺ݉ܭ ,ଶݔ .ଶሻ                                        ሺAݔ́ 20cሻ 

The kernel needs to be computed  in half of the domain, ݔଶ ൒ 0 while the values  in the 

other half of the domain are then obtained from these equations.  

The time coefficients again come from the equation A.13. With two parameters needed 

to define  the eigenfunctions,  the  same  two parameters ݉,  are needed ݍ to define  the 

coefficients. 

ܽ௠
௤ ሺݐሻ ൌ න න ,ଵݔ௜ሺݒ ,ଶݔ ሻݐ ෠߰

௜
௤ሺ݉, ଶሻ݁ି௜ଶగ௠௫భݔ

௅భ ଵݔ݀ ଶݔ݀

ଵ

ିଵ

௅భ

଴
               ሺA. 21aሻ 

ܽ௠
௤ ሺݐሻ ൌ න ,ො௜ሺ݉ݒ ,ଶݔ ሻݐ ෠߰

௜
௤ሺ݉, ଶሻݔ ଶݔ݀

ଵ

ିଵ
                                 ሺA. 21bሻ 


